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論文

山　口　義　博＊

Yoshihiro YAMAGUCHI

非圧縮・圧縮性流体統一解法の開発
Development of Universal Solver for Incompressible and Compressible Flow Simulation

ABSTRACT

A numerical methodology that decomposes a fluid
motion into the convection due to the flow material
velocity and the transportation of the sound wave was
newly developed and then a unified flow solver for all-
speed flow regime was conducted. The developed flow
solver has been validated using bench mark problems.
Furthermore, the solver has been extended to practical
one for an engineering purpose, such as three-
dimensional turbulent flow, by implementing an
unstructured grid method, a parallel computation
technique, and a turbulence model. Availability as a
unified flow solver in practical use has been confirmed
by solving a flow field around three-dimensional wing.

＊和光基礎技術研究センター

要　　旨

本研究では，数値流体計算における物理量の移動計算を
流速による移流作用と音波による伝播作用とに分離する手
法を開発し，弱圧縮性・圧縮性流体の統一解法を新たに構築
した．本手法は各速度域での検証問題により原理検証がな
され，その妥当性が確認された．更に，現実的な三次元乱流
解析のための，非構造格子法による複雑形状への対応，計算
効率化のための並列計算機能，乱流モデルの実装がおこな
われた．開発した解析コードを三次元矩形翼の乱流計算に
適用した結果，計算精度，計算効率ともに統一解法としての
実用性が確認された．

１．はじめに

近年まで数値流体力学 Computational Fluid Dynamics
（CFD ）は，大きく非圧縮性解法と圧縮性解法の二つに，解
析手法と研究者が分かれて別々の発展をたどってきた．そ
の理由は単純に解析対象が異なってきたからというだけで
はない．Fig. 1に示すように流れの速度，温度の特性の違い
により解析手法が大きく異なっており，互いの領域を解く
ことができないことが背景にある．この境界線は〝圧縮性限
界〟とよばれ，およそここを境として解析手法の使い分けが
なされている．しかしながら，現実には液体，気体を問わ
ず，流体には少なからず圧縮性が存在する．そのため，非圧
縮性流体とは，非圧縮性解法により求められる密度変化の
無いモデル化された状態を意味する．よって厳密には，現実
の流体現象と分けて考える必要がある．本論文では，圧縮率
もしくは熱膨張率が５％未満の流体を〝弱圧縮性流体〟と定
義し，以後の議論を進める．

先に述べたように，これまで設計者は流体現象ごとに解
法を使い分けて解析をおこなってきたが，圧縮性限界をは
さんだ流体現象や，弱圧縮性流体の解析では，何らかの仮定

やモデルを導入するか，あるいは，信頼性は落ちるものの，
収束性が低下した解析に頼らざるを得なかった．

近年の計算機の発達に伴い，複雑かつ大規模な解析対象
を一度に解くことが可能となってきた．例えばガスタービ
ンエンジンやレシプロエンジンの入口から出口までが相当
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Fig. 1   Schematic of relation between flow
phenomena and numerical method
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する．内部には，低速から高速までの流れが混在し，低速流
れ内でも，燃焼による温度差により密度変動が存在する．従
来法では，現象に応じて機械要素毎に分割して，解法を変更
して解析せざるを得ない．しかしながら要素間の干渉の分
離は難しく，境界条件のあいまいさや矛盾が生じ，解析精度
の低下は避けられない．

もし流体の全領域を統一して解くことができ，複雑かつ
大規模な問題への対応がなされれば，上記の課題を同時に
解消する強力なツールとなる．つまり，モデルや仮定を導入
せず，境界条件を入口と出口ともに大気状態等に明確に設
定した解析が可能となり，各要素性能と全体性能ともに信
頼性の高い解を得ることができる．

本研究の目的は，弱圧縮性流体と圧縮性流体が混在する
流れや，圧縮性限界付近での流体現象を統一アルゴリズム
で解く CFD スキームを構築することにある．また，それ
らの現象が存在する，複雑かつ大規模な問題への適用を考
慮し，以下の３項目に対応する．（１）乱流モデルの実装．

（２） 複雑形状に対応するためのハイブリッド計算格子への
対応．（３）大規模問題における計算負荷を下げるための計
算の並列化．以上の特徴をもつ解析コードを開発し，検証問
題と実用問題において良好な結果を得たので報告する．

２．従来法との比較
　
非圧縮性解法と圧縮性解法で，互いの計算領域を解けな

い主たる理由と，本解法の特徴を挙げる．
（１）非圧縮性解法が圧縮性流れを解けない理由：
　完全 Navier­Stokes（NS. ）方程式から，密度一定の仮定
により導出された，簡略化された支配方程式（質量保存式，
運動量保存式）を解く．またエネルギー保存式は連立式と
して扱わない．このため流体の圧縮性は考慮することがで
きない．

（２）圧縮性解法が弱圧縮流れを解けない理由：
　完全NS. 方程式を支配方程式として扱う．方程式は質量，
運動量，エネルギーの保存則より構成されており，弱圧縮性
現象も表現する．密度や運動量など流体のマクロな性質を
表現しており，流体分子の流速移動や圧力伝播や摩擦によ
る熱生成等を，巨視的に連続体として扱うことに他ならな
い．このことは移動現象に注目した NS. 方程式の固有値解
析より，「物理量の移動は流速と音波（圧力波）によりおこな
われる」と証明できることからもわかる．一方，圧縮性解法
では，流速と音速による移動計算を同時におこなう手法を
とる．そのため，音速に比べ流速のスケールが非常に小さく
なる弱圧縮性流体の解析では，スケールの違いによる誤差
が累積し，計算の収束性の悪化や破綻が生じる．

（３）本解法の特徴：
スケールが違う流速と音速をいかに扱うかが，統一解法

開発の鍵となる．スケールをそろえる前処理行列を方程式

に掛けて，擬似的な時空間で移動計算をおこなう手法とし
て，Preconditioning 法（１） ­ （３）が提案されている．また，流
速と音波による移動計算を分離して，別々におこなう手法

（４），（５）も提案されている．どちらもまだ研究段階であり，実
用レベルで汎用的に使われている手法はほとんど無い．

本解法でも，支配方程式として完全 NS. 方程式を取り扱
う．ここで，改めて完全 NS. 方程式の特性を見直す．先に
述べたように弱圧縮性領域では，流速と音波での移動効果
が解離する．流速による移動は，風上から風下への一方向性
をもつ双曲形方程式で表現できる．一方，音波は圧力波源や
境界を端とした定常波としての性質をもつため，だ円形方
程式で表現できる．本解法ではそれぞれの方程式系の特性
を活かすよう，流速による効果と音波による効果を分離す
ることで，統一解法の構築をおこなった．一段階目として，
先ず流速による移動計算を，従来の圧縮性解法の知見を活
かしておこなう．次に，音波による伝播効果は，漸近的に境
界値問題に近づくように取り扱う．また，運動量保存式にお
ける圧力の寄与分は流速によるものと，音波によるもので
あることが証明できる（６）ため，圧力寄与も分離して，圧力
計算の高精度化を図る．

３．支配方程式

完全 NS. 方程式より導いた非保存形の式，質量保存式
（１），運動量保存式（２），温度方程式（３）を支配方程式とす
る．ここで温度方程式は，エネルギー保存式に質量保存式と
運動量保存式を代入して導出する．

= – ·u+u ·
t （１）

·(–pI+   )+u · u =
t
u 1 （２）

+u · T = {–p(   ·u)–   ·k    T+    :    u}
t
T

Cv

1
（３）

ここで ρ，u，p，T はそれぞれ密度，速度ベクトル，圧力，
温度を表わし Cv，Π，k は等積比熱，粘性テンソル，熱伝
導率を表す．また I は単位行列である．

加えて，実用計算においては k­ω 乱流モデル（７），（８）を用
いる．ここでの k は乱流エネルギーを表わす．

４．分離解法
　
式（１） ­ （３）を多段解法により時間刻みで（n → n+1）ま

で進める．一段目を流速のみによる物理量の移動をおこな
う移流段（時間刻み n →＊）とよぶ．二段目を音波の式に基
づき，圧力の微小擾乱による物理量の伝播をおこなう等エ
ントロピー段（時間刻み＊→＊＊）とよぶ．三段目は粘性や
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熱流束を計算する粘性段（時間刻み＊＊→ n+1）である．等
エントロピー段では境界値問題を解くため，圧力方程式を
導出する．ここで，運動量保存式における（n →＊＊）時間
刻みでの圧力勾配項の時間変動を ∇p** = ∇（pn + φ）と分離す
る．ここで φ は φ  = p**– p* となる値で，圧力の微小擾乱
量となる．分離による効果は次の二つである．一つは圧力方
程式を解く際に，圧力を直接変数としないことにより，誤差
の累積を緩和すること．もう一つは圧力勾配項を流速時間
スケールでの寄与分と音速時間スケールでの寄与分とに分
離して，それぞれ適した移動計算をおこなう（９）ことである．

三段階の分解を具体的に式（４） ­ （６）に示す．

移流段：

–    pnI/   *=

0

0
*

u

T

*

u

T
t

+(un·    ) （４）

等エントロピー段：

=

**

u

T
t

–    *    ·u**

– p*   ·u**

Cv *

– I
*

（５）

粘性段：

=

n+1

u

T
t

0

*

·    n+1

Cv **

k·    Tn+1+    **:    u** （６）

次節では，各段における解法について示す．

4.1. 移流段

移流計算の手法は，移流作用が支配的となる圧縮性解法
において発展してきた．それは近似リーマン解析手法とよ
ばれ，シャープにかつ振動を起さずに，物理的な不連続であ
る衝撃波を捕獲することがポイントとなる．本手法も衝撃
波の生じる流れ解析を考慮し，近似リーマン解法を参考と
した．式（４）に示すように変数が保存変数ではなく原始変
数で，かつ非保存形であるため，近似リーマン解法をそのま
ま適用することはできない．また，厳密に衝撃波をとらえる
には数理上の課題も生じる（10）．そのため，如何に低速から
高速までに対応する風上化をおこなうかが鍵となる．式

（４）より，物理量の移動は流速 u のみに依存することがわ
かる．しかしながら，流速に依存しない項として，運動量保
存式の右辺に圧力勾配項が存在する．流速項と圧力勾配項
をそれぞれ分離して風上化するために，近似リーマン解法

の一つである AUSM 法（11）を参考にして離散化をおこなっ
た．この圧力の風上化が圧力計算の高精度化に寄与する．

4.2. 等エントロピー段，粘性段

ここでは，音波による移動効果が，漸近的に境界値問題
となるように解きたい．圧力方程式を導出するため，状態方
程式の時間による全微分に式（５）を代入する．

·u*
– =*

1
t2p* t

· （７）

式（７）を SOR 法，残差切除法（12）等の一般的な行列解法で
解く．圧力の計算後，密度，速度，温度を計算する．

粘性段では，等エントロピー段での値を使って計算をお
こなった後，時間刻みを一つ進める．

５．離散化
　
5.1. 空間離散化

計算格子上への物理量配置として二つの方法が考えられ
る．一つは全物理量を同じ点に持たせるコロケート配置で，
他方は密度，圧力，温度等をセル中心に配置し，速度を格子
面上に配置するスタッガード配置である．圧力方程式の導
出過程を考慮すると，本手法ではスタッガ－ド配置が望ま
しい．しかしながら，離散化式の保存性の維持を目的とし，
かつプログラム開発での繁雑さを回避するためコロケート
配置を採用した．また，複雑形状の計算にも柔軟に対応でき
るように，セル中心有限体積法（FVM）をベースとして二次
元計算，三次元計算ともにハイブリッド格子に対応した．衝
撃波をシャープに計算するためには，移流段での空間精度
が大きく影響する．しかしながら，FVM ではステンシルを
広く取ることができないため，Monotone Upstream­
Centered Schemes for Conservation Laws（MUSCL ）内挿によ
り空間二次精度とした．

5.2. 時間離散化

定常計算には計算時間の短縮のため，局所時間刻み法を
取り入れた時間一次精度でおこなう．時間発展での計算安
定化のために，移流段と粘性段においては LU­SGS 法（13）を
用いた陰的計算をおこなう．一方，非定常計算ではクラン
ク・ニコルソン法により時間二次精度とした．移流段と粘性
段では LU­SGS 法にニュートン・ラプソン法を組み合わせ，
Dual­Time Stepping法（14）により時間精度を維持している．

６．並列計算
　
本手法は，移流段において圧縮性解法のAUSM 法と同等

の計算負荷があり，更に等エントロピー段で圧力方程式を
解く負荷があるため，圧縮性解法に比較して計算負荷が高
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くなる．高負荷を分散し，計算のターンアラウンド時間を短
縮させるため，並列計算手法を取り入れた．

並列化手法として領域分割法を採用し，合わせてプログ
ラム上の変数配列を動的に取得させた. 従って，メモリ分
散型の並列計算機に対しては，要求するメモリを各ノード
に分散させることができるため，大規模計算が可能とな
る．領域分割法としては，METIS 法（15）を採用し，１ノー
ド内の負荷を均等にしている．また，隣接領域間でのデー
タ交換は，各領域境界上に配置された仮想セルの物理量の
みおこなう．この方法により，ノード間で交換するデータ
量と通信時間を最小限にとどめた．Fig. 2 に 1CPU での
計算時間を１として無次元化した実測値と理論値を示す．
計測に使用した格子数は約 110 万であり，実用レベルの
格子数において，理論値に近い並列化の効果が得られてい
ることがわかる．

7.2. 圧縮性流れ解析の検証

圧縮性解析を Sod の一次元衝撃波管問題（17）にて検証し
た．本問題では初期状態として，管中央の仕切りをはさんで
左右に圧力比 PL/PR=10，密度比ρL/ρR=8 の静止状態の気
体を満たす．検証は，仕切りをはずした後の非定常な超音速
流れを，理論解と比較することでおこなわれる．Fig. 4(a)は
衝撃波管の初期値のイメージ図を，(b)，(c) は 0.14154秒
後の密度，速度の分布を示す．

Fig. 2   Normalized calculation time between
measured and ideal time
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７．検証

典型的な弱圧縮性流れに対する問題と，圧縮性流れに対
する問題を用いて，本解法の検証をおこなう．

7.1. 弱圧縮性流れ解析の検証

弱圧縮性の粘性解析をキャビティー内流れにて検証した．
計算条件はレイノルズ数が1000，開口部のマッハ数が0.01
である．解析のイメージ図を Fig. 3(a) に示す．Fig. 3(b) に
計算より得た流線を，Fig. 3(c) は y=0 上での速度 v の分
布を，Fig. 3(d) には x=0 上での速度 u の分布を示す．速
度分布は Ghia ら（16）の検証データと比較している．

主流渦の速度分布は検証結果と良く一致している．また，
Ghiaらの結果と同様に二次渦も捕えられている．これより
弱圧縮領域の粘性流れにおける，本解法の妥当性が確認で
きた．

Fig. 3   Validation results for cavity flow at Re=1 000,
Min=0.01
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非保存形を支配方程式とした場合，衝撃波でのエントロ
ピージャンプを弱解として認めることができないため，衝
撃波位置が理論解より遅れることが指摘されている（10）．し
かし，本手法においては良好な結果が得られている．

である local­preconditioning法では，淀み点におけるパラ
メータ依存性のため，人工的な処理を必要とする（１） ­ （３）．そ
のため，本検証にでは淀み点近傍での非物理的な挙動の有
無を，弱圧縮性流れから圧縮性流れまでの解析にて確認す
る．主流速度は M ∞ =0.005の弱圧縮：Fig. 5(a)，M ∞ =0.6
の高亜音速：Fig. 5(b)，M ∞ =0.9 の遷音速：Fig. 5(c) であ
る．迎角は全て 0 度である．図のコンターはそれぞれの主
流速度で無次元化された速度の絶対値である．よって，(a)

- (c) のコンターの色は直接比較はできない．

Fig. 4   Validation results for the Sod’s problem
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7.3. 二次元翼型周り流れの検証

先の二つの検証により，内部流れにおいて弱圧縮性流れ
と圧縮性流れが，本手法により解析可能であることを確認
できた．次に物体周り流れの検証として，二次元NACA0012
翼型周りの非粘性計算をおこなった．他の統一解法の一つ

Fig. 5   Contours of velocity magnitude around
NACA0012 airfoil

(b) Contour of velocity magnitude in high
subsonic flow regime at M∞=0.6

(a) Contour of velocity magnitude in weak
compressible flow regime at M∞=0.005

(c) Contour of velocity magnitude in 
transonic flow regime at M∞=0.9
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非圧縮性解法では，弱圧縮性解析の Fig. 5(a) と同じ計算
結果は得られるが，圧縮性の影響が出る (b)，(c) について
は同様の結果を得ることはできない．一方，圧縮性解法にお
いては，(b)，(c) と同様の結果を得ることができるものの，
弱圧縮性の領域となる (a) の計算では，解が収束せず非物
理的な解となる．本手法においては，弱圧縮性の低速から，
衝撃波の生じる高速まで，適切な速度分布の収束解が得ら
れた．これより淀み点のある物体周りの問題に対しても，広
い速度域で適用可能と判断できる．

８．三次元翼周り計算

実用問題レベルの解析対象として，三次元 NACA0012翼
周りの乱流解析をおこなった．解析条件として空港での航
空機の離発着時を想定し，低速，高迎角とする．高迎角とな
る理由は，低速での翼負荷を上げるためであるが，その翼上
下面での圧力差が，強い翼端渦を発生させる原因となる．こ
の翼端渦は残留渦となり，空港上空においては，次に離発着
する航空機との干渉を避けるための待機時間に影響する．
そのため，安全性の確保及び，離発着数の拡大のため，CFD
による翼端渦の予測が多くおこなわれている．しかしなが
ら，従来法による解析においては速度域が圧縮性限界付近
であるため，計算の収束性が悪く解の信頼性が低くなる．更
に，数値計算上の非物理的な粘性（数値粘性）の影響により，
計算手法や計算格子に依存して，残留渦が実際より早く拡
散しまうことが指摘されている（18）．よって，本解析手法の
特長となる統一解法であることと，圧力の高精度な計算手
法であることを活かし解析をおこなった．

総計算格子数は1157856で，数値拡散の影響を減らすた
め全六面体格子とした．計算領域は16領域に分割し並列計
算をおこなった．分割した領域毎に色分けして Fig. 6(a) に
示す．翼アスペクト比は３，主流マッハ数は 0.12，迎角は
10 度，レイノルズ数は 0.9 × 106 である．

翼端渦の様子を Fig. 6(b) に流線で示す．翼端渦が翼端上
面に発生し，粘性効果により緩やかに減衰しているのがわ
かるが，コード長の 10倍以上後流までも捕えられており，
数値拡散の影響は低いことが示された．次にヘリシティの
コンターをFig. 6(c)に示す．コンター位置はコード長の２，
４，６倍の後流に相当する．ヘリシティ h は h = u·curlu で
定義され，絶対値の最大値は渦中心を表し，符号は渦の回転
方向を示す値である．図中で風上側から見て，負の値は反時
計周りの渦を，正の値は時計回りの渦を意味する．ヘリシ
ティは，翼端渦と後流以外の場所ではほぼゼロの値となる
ため，図ではスケールの調整をおこなっている．翼端渦に相
当する場所では負の値をもっており，先の流線の図と同様，
反時計周りの渦が生じていることがわかる．ヘリシティと
同位置での乱流粘性比のコンターを Fig. 6(d) に示す．現実
的な計算負荷で，より実際の現象に近い解析をおこなうた

Fig. 6   Results of a wingtip vortex calculation around
NACA0012 rectangular wing

(a) Calculation grid divided by METIS method

(b) Streamlines around NACA0012
rectangular wing by turbulent calculation

(c) Helicity contours at 2, 4, and 6-chord downstream
from trailing edge by turbulent calculation

(d) Contours of turbulent viscosity at 2, 4,
and 6-chord downstream from trailing edge
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非圧縮・圧縮性流体統一解法の開発

めには，乱流モデルの導入は不可避である．図より翼後流及
び渦位置での流れにせん断がある場所に，乱流粘性が適切
にはたらいていることがわかる．以上により，大規模，複雑
現象解析に対する三次元の統一解法コードの実用性が確認
できた．

９．まとめ

数値流体計算手法として，非圧縮性・圧縮性流体解析の
ための統一解法を新たに構築した．原理検証のための弱圧
縮性領域から圧縮性領域までの内部流，外部流の解析で良
い一致が確認できた．乱流解析機能と複雑形状の解析機能
を付加して，より現実的な問題である三次元翼周り計算を
おこない，統一解法としての実用性が確認された．更に並列
計算機能の実装がなされ，理論値に近い計算負荷の分散を
可能とした．今後はコードの特性を活かすべく，解析対象と
してガスタービン内部流れ解析やレシプロエンジン内部解
析，また，現象解析として圧力変動が影響する燃焼解析，騒
音解析等に適用していく．
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